
幾何学的実現について

hiray

単体的空間（集合）、前単体的空間（集合）、単体複体によるホモトピー余極限等々の幾

何学的実現には、分節化された構造が入っている。いちいち個別的にやるのは経済的では

ないから、大まかなところを一度に片づけておきたい。

0.1 準備

「充満」「相対全単射」「（準）相対同相」の定義を整理しておく（詳細は、「プッシュアウ

トについて」を参照のこと）。

• f : X→ Yを集合の写像、Aは Xの部分集合とする。Aが f にかんし充満であると

は、f (A)∩ f (X−A) = ∅がなりたつことである。すなわち、f (X) = f (A)⨿ f (X−A)

のように f の像が分割されていることを意味している。

•「Aが f に関して充満⇔ A = f −1 f (A)⇔ ∃B ⊂ Y ( A = f −1B)」である。

• 集合対の写像 f : (X,A) → (Y, B)が相対全単射であるとは、 f X−A
Y−B : X − A→ Y − B

が定義され全単射となることとする。
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は a push outである。これを、「push outの相対全単射モデル」という。

• 集合対 (X,A) と写像 g : A → Bが与えられているとき、Y = B⨿ (X − A) として

f : X→ Yを f A = 1B
Y ◦ g, f X−A = 1X−A

Y で定義すれば push outの相対全単射モデル

を作ることができる。

• f : (X,A)→ (Y, B)が相対全単射なら、A,X − Aは f に関して充満である。 f X−Aが

単射であるから、任意の C ⊂ X − Aも f に関して充満である。

• 位相空間対の写像 f : (X,A) → (Y, B) が準相対同相であるとは、相対全単射で、

< 1B
Y, f >: B⨿ X→ Yが等化写像であることとする。したがって、上記可換図式は

位相空間の圏の a push outである。これを、push outの準相対同相モデルというこ

とにする。

•「(X,A)は位相空間対、g : A→ Bは連続写像とする。このとき、(Y, B)が位相空間
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対となるような Yと g = f A
B をみたす連続写像 f : X→ Yが存在して、 f は準相対

同相となる。」すなわち、(X,A)が位相空間対、g : A→ Bが連続写像ならば、push

outの準相対同相モデルが存在する。証明は、「h : W→ Yが等化写像で B ⊂ Yで

あるとき、(W, h−1B) → (Y, B)が相対全単射ならば hh−1B
B : h−1B→ Bは等化写像で

ある」による（Aあるいは Bが閉部分空間であることを仮定する必要はない）。

• f : (X,A) → (Y, B)が準相対同相であるならば、X/A→ Y/Bは同相である。結論を

みたす相対全単射は、弱い意味の相対同相とよばれる。

• f : (X,A)→ (Y, B)が相対同相であるとは、準相対同相で Aが Xの（同じことだが

Bが Yの）閉部分集合であることとする。

• f : (X,A) → (Y, B) が強い意味の相対同相とは、 f が等化写像であるような相対全

単射で、Aが Xの（同じことだが Bが Yの）閉部分集合であることとする。これ

はMcCordの定義である。

註 準相対同相は概念として完結しているので相対同相とよぶべきであると思う。余計な

条件を付けたものを相対同相としたのは、妥協である。

0.2 幾何学的実現

• W = ⨿0≤nWnを階数付きの位相空間とする。degx = nは x ∈Wnを意味する。

• T はW上の関係、Rは T によって生成された同値関係とする。W(n) = ⨿0≤k≤nWkと

おく。T(n) = T ∩ (W(n) ×W(n))とし、R(n) は T(n) で生成されたW(n) 上の同値関係と

する。

• Wの集合としての射影 p : W→W（ p2 = p）で次の性質をみたすものを考える。

(A) ∀x ( xR(degx) p(x) ∧ ( p(x) , x⇒ degp(x) < degx ) )

(B) ∀x, y ( xTy⇒ p(x) = p(y) )

• (A) は次の (A’) と同値である。

(A’) ∀x ( xR(degx) p(x) ∧ ( p(x) , x⇔ degp(x) < degx ) )

なぜなら、 p(x) , x の否定 p(x) = x から degp(x) = degx が帰結される

が、∀x ( xR(degx) p(x) により ∀x ( degx 5 degp(x) ) であるからこの帰結の否定は

degp(x) < degxである。対偶をとれば、∀x ( p(x) , x⇐ degp(x) < degx )である。

また、(A) の仮定の下で (B)は次の (B’) に同値である。
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(B’) ∀x, y ( xRy⇔ p(x) = p(y) )

p(x) = p(y) と仮定すれば、xRp(x), p(y)Ryであるから推移性により xRyとなる

から。

• 部分空間 N = ⨿nNn ⊂Wを N = Imp = { x | p(x) = x }でさだめ、その要素を非退化
元といい、x ∈Wにたいし p(x)を xの非退化表現という。

以下、「条件 (A) (B) をみたす pが存在する」ことを仮定する。

命題 0.1 N ⊂W→W/Rは全単射である。

• W/Rには π : W→ W/Rで等化位相をいれておく。π(W(n)) = Fn, π(n) = π
W(n)

Fn
とし、

π(n) : W(n) → Fn で等化位相を入れる。終位相の推移性により、W/Rの位相は自然

な連続単射の列 F0 → F1 → · · · → Fn−1 → Fn → · · · → W/Rによる終位相である。

ついでに書いておけば、Rπ(n) = R(n) もなりたつ。

• Fn−1 → Fnの像に、Fnの部分空間の位相を入れたものを F′n−1と表記する。仮定 (A)

の後半により、Nnは π(n)に関し充満である。したがって、π(n) : (W(n),W(n−1)⨿ (Wn−
Nn)) → (Fn, F′n−1)は相対全単射であり、W(n) ⊂ W(n) ⨿ F′n−1 → Fn が等化写像であ

ることからW(n)⨿ F′n−1→ Fnも等化写像であり、π(n) : (W(n),W(n−1)⨿ (Wn−Nn))→
(Fn, F′n−1)は準相対同相である。これもついでに書けば、W(n−1)⨿ (Wn−Nn)→ F′n−1

も等化写像である。

• 以下、「条件 (C)：N ⊂Wは開集合である」を仮定する。F′n−1 ⊂ Fnは閉部分空間で

あり、W(n) が閉部分空間W(n−1) ⨿ (Wn − Nn), Wnの貼り合わせであることから、相

対同相の結合 πn : (Wn,Wn − Nn)→ (Fn, F′n−1)も相対同相になる。

• πn
Wn−Nn

F′n−1
= 1Fn−1

F′n−1
◦ h : Wn − Nn → F′n−1であるような連続写像 hが存在すれば、前々

項の「W(n−1)⨿ (Wn −Nn)→ F′n−1も等化写像」より 1Fn−1

F′n−1
: Fn−1 → F′n−1が等化連続

全単射で同相となる。したがって、πn : (Wn,Wn−Nn)→ (Fn, Fn−1)は相対同相であ

り F0 → F1 → · · · → Fn−1→ Fn→ · · · →W/RはW/Rの閉部分空間の列である。

• 有限個の閉部分空間 C1,C2, · · · ,Cm ⊂ Wn で Wn − Nn = ∪m
k=1Ck をみたすものと、

π
C j
n = 1Fn−1

Fn
◦ πn−1 ◦ k j をみたす連続写像 k j : C j → Wn−1, j = 1,2, · · ·mが存在すれ

ば、前項の連続写像 hは πn−1 ◦ k j の貼り合わせとして構成される。

以上により、幾何学的実現には十分に分節化された構造が入った。
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0.3 単体的空間の場合

• mono射全体を射とする ∆の部分圏を M と表記し、epi 射全体を射とする ∆の部

分圏を Eと表記する。今の場合 mono射は単射、epi 射は全射である。

• 単体的空間 Xの非退化元のなす次数つき空間を NX、退化元のなすそれを sXと表

記する。集合として Xn = NXn ⨿ sXnである。

• 補題 0.2 σ, τ ∈ E([m], [k]) について、∀µ (σµ = 1[k] ⇔ τµ = 1[k] )⇔ σ = τがなり
たつ。

• 命題 0.3 (1)任意の t ∈ ∆n にたいし、ただ一つの µ ∈ M([k], [n]) とただ一つの

s ∈
◦
∆kが存在して、µs= tがなりたつ。

(2) Xは単体的集合とする。任意の x ∈ Xmにたいし、ただ一つの σ ∈ E([m], [k]) と

ただ一つの y ∈ NXkが存在して、x = yσがなりたつ。

• 上記命題の (µ, s)を t の非退化表現といい、(y, σ)を xの非退化表現ということに

する。さらに、(x, t) ∈ Xn × ∆nにたいし tの非退化表現を (µ, s)とし、xµの非退化

表現を (y, σ)とする。(y, σs)を (x, t)の非退化表現という。

W = ⨿05nXn × ∆nで、N = ⨿05nNXn × (∆n)◦ が非退化元の全体である。

関係 { (µ, s, t) | t = µs} ⊂ (⨿0≤k≤nM([k], [n]) × ∆k◦) × ∆n がグラフであるような（集

合間の）写像 ∆n → ⨿0≤k≤nM([k], [n]) × ∆k◦ が定義され、関係 { (y, σ, x) | x = yσ } ⊂
(⨿0≤ℓ≤nXℓ × E([n], [ℓ])) × Xnがグラフであるような写像 Xn→ ⨿0≤ℓ≤nXℓ × E([n], [ℓ])

が定義される。このように前命題を読むことができる。射影 p : W→ W, (x, t) 7→
(x, µ, s) 7→ (xµ, s) 7→ (y(xµ), σ(xµ), s) 7→ (y, σs)が得られた。

性質 (A) は自明であり、(B)は次の命題による。

• 命題 0.4 α ∈ ∆([m], [n]) とする。(xα, t) ∈ Xm × ∆m, (x, αt) ∈ Xn × ∆n の非退化表

現は一致する。

次の命題のように結果（分節化された構造）が整理される。

• 命題 0.5 Xは、すべての σ ∈ E([m], [n]) にたいし σ∗ : Xn → Xmが閉写像である

ような、単体的空間とする（西田吾郎さんの仮定）。

(1) Fn−1|X|は Fn|X|の閉部分空間である。したがって、Fn|X|は |X|の閉部分空間で
ある。

(2) (Xn × ∆n, sXn × ∆n ∪ Xn × ∂∆n)→ (Fn|X|, Fn−1|X|)は強い意味の相対同相である。
• とくに単体的空間（集合）の場合は、πn = π

Wn

(n) : Wn→ Fnについて、πn◦ (σ∗0×δ0∗) =
1Fn−1

Fn
◦ πn−1がなりたつ。これから、まず πn : Wn→ Fnは全射であることがわかる。
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つぎに、Fnの位相 Oにかんして、πnが連続であることと π(n) が連続であることが

同値になることもわかる。したがって、πn, π(n) のそれぞれにかんする等化位相は

同一にならざるを得ない。「強い意味の相対同相」である所以。

前単体的空間（集合）の場合も同様。

0.4 ホモトピー余極限

K = (V,S)を単体的複体、X : Kop→ Top を反変関手とする。

補題 0.6 任意の τs ∈ ∆(s) にたいし τs = (s ⊃ suppτ)τsuppτ をみたす (s ⊃ suppτ) と

τsuppτ ∈ ∆(suppτ)◦ がそれぞれ唯ひとつずつ存在する。

証明 自明のようだが、証明が必要であろう。suppτ = { v | τ(v) , 0 }とすれば、s⊃ suppτ

で τs = (s⊃ suppτ)τsuppτ がなりたつ。

(s⊃ t), σ ∈ ∆(t)◦ で τs = (s⊃ t)σがなりたつとする。

任意の v ∈ tについて σ(v) > 0であるから τs(v) = (s⊃ t)σ(v) > 0となり、t ⊂ suppτで

ある。またもし、t $ suppτであれば 1 =
∑

v∈suppτ τ
s(v) >

∑
v∈t τ

s(v) =
∑

v∈t σ(v) = 1で矛

盾となる。よって、t = suppτとなる。あとは自明。

W = ⨿s∈SX(s) × ∆(s) とし、関係 (x, (s ⊃ t)τ) T (x(s ⊃ t), τ) で生成された同値関係を R

とする。p : W→ W, (x, τs) 7→ (x(s ⊃ suppτ), τsuppτ)と定義する。deg(x, τs) = dim sとし

ておく。

p2 = p、性質 (A) は自明で、性質 (B) も前補題によりほとんど自明である（p((x, (s ⊃
t)τ)) = p(x, τs) = (x(s⊃ suppτ), τsuppτ) = (x(s⊃ t)(t ⊃ suppτ), τsuppτ)) = p((x(s⊃ t), τ))）。

あとは省略とするが、相対同相 (⨿dim s=nX(s)×∆(s), ⨿dim s=nX(s)× ∂∆(s) )→ (Fn, Fn−1)

が得られる。
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