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大学教授も間違える遠心力の問題（前篇） 

斉藤 全弘 

 

[1] まずは次の大学入試問題を一読していただきたい。 
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この問題の作成者が想定している正解は， 

  （ア）③ （イ）⑤ （ウ）④ （エ）③ （オ）② （カ）④ （キ）① （ク）⓪ （ケ）② （コ）④ 

であるようだが，気がつかれたであろうか， イ  の解答群に正解がないのである。では正しい関係

式はどのように表せるのかとなると，答を得るのは簡単ではない。まず，図の OB に関して左右対称

となる軌道を描くための条件を求めなければならない。つぎに，その条件が満たされているとき， B

点での軌道の曲率半径を求め，それを用いて曲率中心から見たB点 での運動方程式を立てれば

よい。以下の計算では，逆に，運動方程式の数値解からB点 での軌道の曲率半径を求める。 

 この問題の導入部では慣性系に立ってばね振り子の運動を説明しているのに, 設問  イ でい

きなり「力のつりあいの式」という言葉が出てくる。「力がつりあう」というのは「おもりに働く力の合力

が 0 になる」ということであるから, おもりの加速度が 0 となるような非慣性系になんの断りもなく乗り

移っているのである。そのような非慣性系として, B 点で軌道に接する曲率円の中心の周りに, おも

りと同じ角速度で回転する回転座標系を採用すれば, おもりはB 点近傍で静止し, おもりに働く重

力と弾性力と遠心力がつりあう。おもりは O 点の周りに円運動していないことを見落としてはならな

い。 

 

[2] 運動方程式 

 図１のような直交座標 (𝑥, 𝑦) を導入して運動方程 

式を立てれば， 

 𝑚𝑥̈ = −𝑘𝑥 + 𝑘𝑙 
𝑥

√𝑥2+𝑦2
     ・・・① 

 𝑚𝑦̈ = −𝑘𝑦 + 𝑘𝑙 
𝑦

√𝑥2+𝑦2
 −𝑚𝑔 ・・・② 

となる。この微分方程式には解析的な一般解がある 

かもしれないと思い，いろいろ考えてみたのである 

が，見つけることはできなかった。仕方がないので， 

数値積分によってこの微分方程式を解くことにした。 

 𝑋 = 
𝑥

𝑙
 , 𝑌 = 

𝑦

𝑙
 , 𝑇 = 𝜔𝑡 , 𝑃 = 

𝑚𝑔

𝑘𝑙
 , ただし，𝜔2 = 

𝑘

𝑚
  ・・・③ 

によって無次元変数（大文字）を導入すると，式①と式②は， 

 𝑈 = 
d𝑋

d𝑇
      ・・・④ 𝑉 = 

d𝑌

d𝑇
     ・・・⑤ 

 
d𝑈

d𝑇
 = −𝑋 + 

𝑋

√𝑋2+𝑌2
  ・・・⑥ 

d𝑉

d𝑇
 = −𝑌 + 

𝑌

√𝑋2+𝑌2
 −𝑃   ・・・⑦ 

と書き換えられる。上記の入試問題の場合，初期条件は， 

 𝑋 = 1 , 𝑌 = 0 , 𝑈 = 0 , 𝑉 = 0     ・・・⑧ 

である。 
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[3] 力学的エネルギー保存則 

 ① × 𝑥̇ +② × 𝑦̇ より， 

 𝑚𝑥̇𝑥̈ + 𝑚𝑦̇𝑦̈ = −𝑘(𝑥𝑥̇ + 𝑦𝑦̇) + 
𝑘𝑙

√𝑥2+𝑦2
 (𝑥𝑥̇ + 𝑦𝑦̇) − 𝑚𝑔𝑦̇ 

これを時刻 𝑡 で積分すれば， 

 
1

2
 𝑚(𝑥̇2 + 𝑦̇2) + 

1

2
 𝑘(√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑙)

2
+ 𝑚𝑔𝑦 = 𝑒 （一定）  ・・・⑨ 

を得る。𝐸 = 𝑒 𝑚𝑔𝑙⁄  として，式⑨を無次元変数で表せば， 

 
1

2
 (𝑈2 + 𝑉2) + 

1

2
 (√𝑋2 + 𝑌2 − 1)

2
+ 𝑃𝑌 = 𝐸    ・・・⑩ 

となる。初期条件⑧のもとでは，𝐸 = 0 である。数値積分をするとき，式⑩が計算精度の目安となる。 

 

[4] 数値計算 

 連立の微分方程式④～⑦を初期条件⑧のもとに，4 次の Runge- Kutta 法で解いた。まず，パラ

メータ 𝑃 にいくつか適当な数値を与えて解き，それを基にして反復収束法で，軌道が 𝑦 軸に対し

て左右対称となる解を捜した。その結果， 

 𝑃 = 0.513240 ∙∙∙∙∙∙       ・・・⑪ 

のとき，軌道は左右対称となり，B 点の 𝑌 座標とそこでのおもりの速さは，それぞれ， 

 𝑌B = −2.427576 ∙∙∙∙∙∙      ・・・⑫ 

 |𝑈B| = 0.672572 ∙∙∙∙∙∙      ・・・⑬ 

となることがわかった。𝑋 − 𝑌 平面上での軌道は図 2のようになる。 
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図 2 
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[5] 入試問題の正しい答 

 問題文にあるように，B 点でのばねの伸びを𝑥 ，おもりの速さを𝑣 とし，軌道の曲率半径を𝑟 とすれ

ば，曲率中心から見たB 点での運動方程式の向心 成分は， 

 𝑚 
𝑣2

𝑟
 = 𝑘𝑥 − 𝑚𝑔       ・・・⑭ 

と表される。これより， 

 𝑟 = 
𝑚𝑣2

𝑘𝑥−𝑚𝑔
       ・・・⑮ 

を得る。𝑅 = 𝑟  𝑙⁄  として，式⑮を無次元変数で書き換えれば， 

 𝑅 = 
𝑈B

 2

|𝑌B|−1−𝑃
       ・・・⑯ 

となる。これに，⑪，⑫，⑬の数値を代入すれば， 

 𝑅 = 0.494734 ∙∙∙∙∙∙ 

を得る。したがって，式⑭を書き換えれば， 

 𝑚𝑔 +
𝑚𝑣2

(0.494734∙∙∙∙∙∙)×𝑙
 = 𝑘𝑥     ・・・⑰ 

             = (1.427576 ∙∙∙∙∙∙) × 𝑘𝑙 

となる。式⑰が入試問題  イ  の答である。 
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